Krzysztof Lapsa
Badanie momentu bezwladnos$ci

Cele ¢wiczenia
e Wyznaczenie momentu bezwtadno$ci wybranych bryt
e Doswiadczalne potwierdzenie twierdzenia Steinera

Wprowadzenie

W opisie dynamiki ruchu postgpowego pojawia si¢ pojecie bezwladnoS$ci zwigzane z masg m
poruszajacego si¢ ciala. W przypadku ruchu obrotowego znajomos$¢ masy ciata jest niewystarczajaca, istotny
jest robwniez jej przestrzenny rozktad wzgledem osi obrotu. Wielkoscig fizyczng zawierajgcg informacje o
masie ciala i jej przestrzennym rozkladzie wzgledem osi obrotu jest moment bezwladnosci 1. Wielko$¢ ta
pojawia si¢ w zasadach dynamiki ruchu obrotowego, w zasadzie zachowania momentu pedu itd.

Dla pojedynczego punktu materialnego o0 masie m wirujacego wokot osi oddalonej od niego o
odlegto$¢ r (rys.1a) mozemy zapisaé nastepujaca zaleznos¢ na moment bezwtadnoSci:

| =mr?. (1)

W przypadku uktadu N punktéw materialnych sztywno potaczonych ze sobg wzgledem osi obrotu, zwanej
osig bezwladnosci (rys. 1b), moment bezwladno$ci ukltadu jest rowny sumie momentéw bezwladno$ci
poszczegdlnych punktow materialnych:
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gdzie m; jest masg i-tego punktu materialnego, a r; jego odlegtoscig od osi bezwtadnosci.

Jezeli mamy do czynienia z bryla sztywna 0 masie M, hipotetycznie dzielimy ja na zbior
nieskonczenie matych elementéw (wycinkéw) 0 masach dm. Moment bezwtadnos$ci bryty jest rowny sumie
momentoéw bezwladno$ci poszczegdlnych elementdéw. Zaktadajac, ze masa dm elementu bryty dazy do zera,
sume mozna zapisa¢ w postaci catkowej:

| = Trzdm, 3)

gdzie r jest odlegtoscia elementu 0 masie dm od osi obrotu (rys. 1c).
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Rys.1 Wizualizacja wyznaczania momentu bezwladnosci dla a) punktu materialnego, b) zbioru punktdéw materialnych sztywno
potaczonych ze soba, c) bryty sztywne;j.

Obliczenia momentu bezwladnosci na podstawie wzoru (3) sa stosunkowo proste jedynie dla bryt
posiadajacych o$ symetrii rownolegta wzgledem osi bezwtadnosci (pret, walec, kula itp.). W przypadku bryt
0 ztozonym lub nieregularnym ksztatcie metody analityczne sa bardzo skomplikowane. W praktyce moment
bezwtadnosci takich bryt mozna wyznaczy¢ korzystajac z metod doswiadczalnych lub analizy numerycznej.

Twierdzenie Steinera
Jezeli chcemy obliczy¢ moment bezwladnosci wzgledem dowolnej osi nieprzechodzacej przez srodek
masy bryly, przydatne staje si¢ twierdzenie Steinera. Mowi ono, Ze jezeli moment bezwladnosci bryly
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sztywnej wzgledem osi przechodzacej przez jej srodek masy rowna si¢ lp, to moment bezwtadnosci tej bryty
obracajacej si¢ wzgledem innej osi rownoleglej do osi przechodzacej przez jej srodek masy wynosi:

| =1, +md?, (4)
gdzie m jest masa bryty, a d jest odlegtoscig miedzy osiami. Powyzsze twierdzenie zostalo zobrazowane na
rys. 2.
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Rys.2 llustracja twierdzenia Steinera: a) ly - moment bezwladno$ci bryly wzgledem osi przechodzacej przez jej srodek masy, b) I -
moment bezwladnosci bryty wzgledem "nowe;j" osi obrotu.
Uklad pomiarowy

W ¢wiczeniu zostang wyznaczone momenty bezwladno$ci stalowego preta oraz dysku. Dodatkowym
zadaniem begdzie eksperymentalne potwierdzenie twierdzenia Steinera. Do badan postuzy wahadto skrgtne
ztozone ze stabilnej podstawy oraz pionowej osi osadzonej na tozyskach o bardzo matym tarciu. O$§ oraz
podstawa potaczone sa przy pomocy spiralnej sprezyny, ktora umozliwia wahania skretne. Na koncu osi
znajduje sie Sruba umozliwiajgca mocowanie na niej bryt (rys. 3a).

0$ obrotu

spiralna sprezyna

Rys. 3 Wahadlo skrgtne: a) zestaw do wyznaczenia momentu kierujacego, b) zestaw do badania twierdzenia Steinera

W trakcie ¢wiczenia na 0si wahadla beda mocowane: pret, pret z dwoma cigzarkami lub dysk (rys. 3). Na
precie znajduja si¢ nacigcia, a W cigzarki wkrecone sa specjalne sprezynujace Sruby, co umozliwia
precyzyjne umieszczenie cigzarkow na precie (przesuwajac cigzarek wzdluz preta, czujemy wyrazne
wskoczenie $ruby do nacigcia). W metalowej tarczy stuzacej do badania twierdzenia Steinera nawiercono
szereg otwordw, poprzez ktore mozna mocowac tarcz¢ na osi wahadta.

Wahadto skretne jest szczegdlnym przypadkiem wahadla fizycznego. Jezeli zatozymy, ze wychylenia
wahadta sg niewielkie (do okoto 180°) oraz zaniedbamy sity oporu, jego ruch mozna opisa¢ jako ruch
harmoniczny prosty. W takim przypadku okres T drgan wahadta mozna zapisa¢ nast¢pujaco:

I
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gdzie | jest momentem bezwladno$ci bryly zamocowanej na osi wahadta, a D jest momentem kierujgcym
sprezyny wahadla. Moment kierujgcy D jest parametrem charakterystycznym dla danej sprezyny, zaleznym
od jej budowy, rodzaju materiatu, sposobu hartowania itd.



Pomiary i obliczenia

Dysponujac wahadtem skrgtnym, mozemy wyliczy¢ moment bezwtadnosci zamocowanej na nim
bryty. Zastosujemy w tym celu przeksztalcone roéwnanie (5), wynik pomiaru okresu drgan T oraz
wyznaczony moment kierujacy D:
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Wyznaczenie momentu kierujgcego

W omawianym ¢wiczeniu moment kierujacy sprezyny wyznaczymy mierzac okresy wahan preta

obcigzonego dwoma ci¢zarkami (rys. 3a). Moment bezwtadno$ci uktadu ztozonego z preta z dwoma

cigzarkami, umieszczonymi symetrycznie w odleglosci r od osi obrotu, mozna zapisaé nastgpujacym
wzorem:

2
I =1, +2m.r?, ()
gdzie Ip jest momentem bezwladnosci preta, a me jest masg kazdego cigzarka.
Na podstawie wzoru (6) moment bezwtadnos$ci preta zamocowanego na osi mozemy zapisa¢ rOwnaniem:

T, )’
l, = D(Zj , 8)

gdzie Tp jest okresem drgan wahadta obcigzonego pretem (bez cigzarkow).
Podstawiajgc do rownania (6) wzory (7) i (8), otrzymujemy nastepujaca zaleznosc:
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ktora po przeksztatceniu przybiera postac:

87°m
T? = 5 Cri4TS. (10)

Dokonujac w powyzszym réwnaniu nastepujacych podstawien, y = T2, x = r%, a = 8a°mc/D oraz b = T,
uzyskuje si¢ zaleznos¢ typu y = ax+b. Jest to funkcja liniowa, gdzie warto$¢ a jest wspotczynnikiem
kierunkowym prostej a b punktem przecigcia z osig y. Stosujac metod¢ regresji liniowej do zalezno$ci
kwadratu okresu drgan od kwadratu odleglosci ciezarkow od osi: T = f(r?), mozna wyznaczyé wspotczynnik
nachylenia prostej a, a nastepnie moment kierujacy:
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Wyznaczenie momentow bezwladnosci preta i dysku wzgledem ich osi symetrii
W celu wyznaczenia momentu bezwladnosci prgta mozna skorzystaé z wczes$niejszego pomiaru

okresu dla nieobcigzonego preta oraz z rownania (8). Chcac wyznaczy¢é moment bezwtadnosci dysku nalezy
zamocowac jego $rodek na osi, a nastgpnie zmierzy¢ okres drgan wahadta. Korzystajac z rownania (6)
wyznaczymy doswiadczalng warto§¢ momentu bezwtadnosci dysku. Chcac porownaé uzyskane wartosci
doswiadczalne z wartosciami teoretycznymi, nalezy zwazy¢ obydwie bryty, zmierzy¢ dlugos¢ preta oraz
srednice dysku. Wartosci teoretyczne momentow bezwtadnosci obliczymy z nastepujacych rownan:
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gdzie m jest masa preta, | - dtugoscia preta, M - masa dysku, R - promieniem dysku.

Doswiadczalne potwierdzenie twierdzenia Steinera

Do badan wykorzystamy wahadto z zamocowanym dyskiem w konfiguracji przedstawionej na rys. 3b.
Dysk kolejno przykrecamy na osi dla roznych odlegtosci d od srodka tarczy (0, 2, 4, ..., 14 cm). Dla kazdego
poltozenia wyznaczamy okres drgan wahadla, a nastepnie, Korzystajac z rownania (6), moment bezwtadnosci




dysku. W celu potwierdzenia twierdzenia Steinera obliczamy teoretyczny moment bezwltadnosci dysku na
podstawie rownania (4), ktore w powyzszym przypadku przybierze nastepujaca postac:

|=5|\/|R2+|v|d2. (14)
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Przebieg ¢wiczenia

A. Wyznaczenie momentu kierujgcego sprezyny

1. Wyznacz: mas¢ ci¢zarkow, mase i dtugos¢ preta oraz odlegtosci miedzy nacigciami na precie. Zapisz
doktadnosci pomiarowe.

2. Umocuj srodek preta na osi wahadta, a nastgpnie wychyl go o kat okoto 90° i pus¢. Za pomocg stopera
zmierz czas pigciu okresow wychylen (t = 5T). Czynnos¢ t¢ powtorz jeszcze dwukrotnie.

3. Wsun ciezarki na pret 1 ustaw je symetrycznie tak, aby ich $rodki pokrywaly si¢ z naci¢ciami na precie
znajdujacymi si¢ najblizej jego $rodka (przy precyzyjnym ustawieniu czuje si¢ wskoczenie $ruby ciezarka do
naciecia). Wykonaj pomiary okresu analogicznie do pkt. 2.

4. Pomiary z pkt. 3 kontynuuj dla kolejnych odlegtosci r cigzarkow od osi obrotu .

5. Dla kazdego potozenia cigzarkow wylicz §redni czas pieciu okresow wychylen, a nastepnie okres drgan T.
6. Wykresl zalezno$é kwadratu okresu od kwadratu odleglosci cigzarkow T2 = f(r?).

7. Postugujac si¢ metodg regresji liniowej wyznacz wspotczynnik nachylenia prostej a oraz jego niepewnos¢
pomiarowa. Nastepnie, korzystajac z réwnania (11), wylicz moment kierujacy D oraz jego niepewno$¢
pomiarowg. Wykonaj rachunek jednostek.

B. Wyznaczenie momentow bezwladnosci preta i dysku wzgledem ich osi symetrii

1. Korzystajac z wynikow uzyskanych w punktach A.1 i A.2 oraz rownania (8), wylicz moment
bezwtadnosci preta.

2. Wyznacz mas¢ dysku oraz jego $rednice. Zamocuj dysk tak, aby jego srodek pokrywat si¢ z osig obrotu.
Wykonaj pomiary analogicznie do punktu A2.

3. Oblicz sredni okres wahan dysku oraz jego moment bezwtadnosci (skorzystaj z roGwnania (6)).

4. Korzystajac z wynikow pomiaru mas bryt, dlugosci preta oraz srednicy dysku, oblicz teoretyczne wartosci
momentow bezwladno$ci na podstawie wzoréow (12) i (13). Porownaj wyniki doswiadczalne z
teoretycznymi.

C. Doswiadczalne potwierdzenie twierdzenia Steinera

1. Kontynuuj pomiary okresu drgan dysku analogicznie do poprzednich, zmieniajac odlegtos¢ osi od srodka
tarczyd co2cm (0, 2, 4, ..., 14 cm).

2. Wylicz $rednie wartosci okresow wahan oraz momenty bezwtadnosci dysku korzystajac z rGwnania (6).

3. Wylicz z rownania (14) teoretyczne wartosci momentu bezwladnosci dysku wzgledem kolejnych osi
obrotu.

4. Porownaj w tabeli uzyskane doswiadczalnie i teoretycznie momenty bezwladnosci dysku celem
potwierdzenia twierdzenia Steinera.

5. Na wspolnym uktadzie wspotrzednych wykresl dos§wiadczalne i teoretyczne momenty bezwladno$ci
dysku w funkcji kwadratu odlegtosci osi od srodka dysku: | = f(d).

Zapisz wnioski.



