20. Badanie rezonansu mechanicznego

Wprowadzenie

_Rndzaj ruchu, jaki wykonuje cialo, zalezy od wilasciwosci sily na nie dzialaja-
cej. Ruch nazywamy harmonicznym, jezeli sila dziatajaca na cialo jest skiero-
wana do jednego punktu, bedacego poloZzeniem réwnowagi, a jej wartosé jest pro-
porcjonalna do wychylenia ciata z poloZenia réwnowagi. Wyraza to rownanie:

F=-k(x—xy), (20.1)

gdzie: x — aktualne polozenie, x, — polozenie rownowagi, k — stata sprezystosci.
Uklad fizyczny charakteryzujacy si¢ powyzszymi wilasciwosciami nazywamy

oscylatorem harmonicznym.
Przykladami oscylatoréw harmonicznych sa:

s sprezyna z zamocowana na koncu masa,

wahadlo matematyczne i fizyczne (w zakresie matych wychylen),

= elektrony wykonujace ruch drgajacy w antenie, a takze w obwodzie LC,

= atomy i jony drgajace wokol polozen rownowagi w wezlach sieci krystalicznej.
Jezeli w réwnaniu (20.1) przyjmiemy x, = 0 oraz wyrazimy sil¢ przez masg

i przyspieszenie, otrzymamy réwnanie:

m——=—kx. (20.2)

Po podzieleniu przez mase¢ i wprowadzeniu oznaczenia k/m = ay’ otrzymujemy
postac:

d*x

— +wyx=0, (20.3)
dt”
ktéra jest najczesciej spotykana formg réwnania rozniczkowego ruchu har-
monicznego. Rozwiazaniem tego rownania jest funkcja:

x = Acos(@yl + @), (20.4)

gdzie A jest amplituda, a @ = 2/T — czgstotliwoscia kolowa. Wykresem funkcji
jest sinusoida o stalej amplitudzie, co przedstawia rys. 20.1a

Wyrazenie (ayt + ¢) jest faza ruchu, a @— faza poczatkowa zalezng od stanu ru-
chu w chwili 7 = 0. Jezeli w chwili poczatkowej ciato jest maksymalnie wychylone,
to =0; jezelit=01ix=0, to ¢=m2; jezeli =01 x = A4/2, to ¢ =n/3. Intui-
cyjnie, faza w dowolnym stanie ruchu jest katem na wykresie ,,wzorcowej” (nie-
przesunictej) kosinusoidy, ktéremu odpowiada taki sam stan wychylenia.
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Rys. 20.1. Wykres ruchu harmonicznego: a) prostego b), stabo thumionego, c¢) silnie tlumionego
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Wielkos¢ x wystepujaca w rownaniach (20.3) i (20.4) jest wychyleniem w zna-
czeniu ogolnym — moze to by¢ odleglosé liniowa od poloZenia rownowagi, moze to
by¢ kat wychylenia, a takze moze to by¢ wielko$é niemechaniczna, np. nat¢Zenie
pradu lub ladunek elektryczny na oktadce kondensatora w obwodzie LC.

Opisany wyzej ruch harmoniczny nosi nazwe ruchu harmonicznego pro-
stego dla odroznienia od innych przypadkéw, kiedy oprocz sily typu —kx dzialaja
Jjeszcze inne sily.

Rownanie ruchu harmonicznego tlumionego ma postaé:

AL R (20.5)
dr” dt

Wyraz —bdx/di jest sita thumiaca, ktorej wartosé jest proporcjonalna do predko-
sci. Wykonujac proste przeniesienia i dzielenia, doprowadzimy ostatnie réwnanie
do postaci:

d*x
dr’

+28% 4 afx =0, (206)

gdzie podstawiono 2/ = b/m oraz ax’ = k/m. Wielkosé 8 nazywa si¢ wspolczyn-
nikiem tiumienia.
W celu znalezienia rozwigzania réwnania (20.6) wykonujemy podstawienie:

x=ze P (20.7)

w wyniku czego rownanie to przyjmie postaé:
— (@ - f°)z=0, (20.8)

ktora jest catkowicie rownowazna pod wzgledem formalnym réwnaniu (20.3), jesli
@y’ — /8 jest dodatnie. Rozwiazaniem réwnania rozniczkowego (20.8) jest funkcja
typu (20.4)

z=Acos(w't+9), (20.9)
w ktorej czestotliwosé kolowa jest wyrazona wzorem:
&' =\a; - p* . (20.10)

Wracamy ponownie do zmiennej x i otrzymujemy wyrazng posta¢ zaleznosci
czasowej wychylenia w ruchu harmonicznym thumionym:

x=Ae P cos(wt + @) . (20.11)

Jak wida¢ z powyzszego réwnania, amplituda w ruchu thumionym wynosi
A exp(—f3) i nie jest stala, lecz zmniejsza si¢ wykladniczo z czasem, dazac do zera.
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Ponadto czesto$¢ drgan @’ jest mniejsza niz w ruchu swobodnym.
Wspolezynnik thumienia okre§lamy jako logarytm stosunku amplitud dwéch kolej-
nych drgan. Na podstawie réwnania (20.11) amplitudy drgain oznaczonych przy-
ktadowo indeksami #n 1 nt1wynosza odpowiednio

A, =Ae™P oraz A, = 4ePT) .

Po wzieciu powyzszego pod uwagg i dokonaniu elementarnych przeksztalcen
otrzymujemy wyrazenie na wspolczynnik tlumienia:

], o4
=—In——. 20.12
ﬁ T An+l ( )
Wprowadzimy pojgcie czasu relaksacji
1
T=——, 20.13
2B ( )
za pomoca ktérego mozemy nastgpujaco wyrazi¢ amplitudg:
AcPD = ge . (20.14)

Widzimy, ze w ciagu czasu ¢ = 27 amplituda zmniejsza si¢ e-krotnie. Poniewaz
energia ruchu drgajacego jest proporcjonalna do kwadratu amplitudy, wige energia
zmniejsza si¢ e-krotnie w ciggu czasuf = 7.

Waznym parametrem charakteryzujacym ukiad drgajacy jest wspofczynnik
dobroci Q zdefiniowany ponizej.

Q=2n energia ruchu

A = . — (20.15)
$rednia energia tracona w jednym okresie

Mozna wykazaé, ze wspélczynnik dobroci zalezy od czasu relaksacji (lub wspol-
czynnika thumienia) oraz od czg¢stotliwosci drgan swobodnych uktadu w nastgpu-
jacy sposob:
ERT L '
0=w,T 25 (20.16)
Nalezy pamigtaé, ze funkcja opisana réwnaniem (20.11) jest rozwigzaniem
réwnania (20.8) tylko dla przypadku, gdy @’ — B° > 0, ktéremu odpowiada stabe
thumienie. Gdy ttumienie jest silne, czyli dla gk~ p ? < (0, rozwiazaniem réwnania
(20.8) jest funkcja nicokresowa, opisujaca powolny nieoscylacyjny powrét do po-
lozenia rownowagi. Zalezno$¢ czasowg wychylenia w ruchu niettumionym oraz
stabo i silnie thumionym przedstawiono na rys. 20.1. Szczegotowy opis ruchu
harmonicznego znajduje si¢ w podrecznikach fizyki ogélnej™

* Patrz np.: Ch. Kittel i in., Mechanika, wyd 3, Warszawa, PWN 1975
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Drgania wymuszone

Oprécz omowionej sily thumiacej na oscylator moze dziata¢ okresowa sita ze-
wnetrzna o dowolnej czestotliwosci. Réwnanie ruchu ma wowczas postaé:

e ® RO e i (20.17)
dt” dt
a jego rozwigzaniem jest funkcja
x=Asin(&"t + @). (20.18)

Jak wida¢, w tej sytuacji oscylator wykonuje ruch harmoniczny z czestotliwoscia
sity wymuszajacej @', a nie z czgstotliwoscia wlasng .

Amplituda ruchu wymuszonego jest proporcjonalna do amplitudy sity wymu-
szajace] Fo, a takze zalezy bardzo mocno od réznicy miedzy czestotliwoseia sity
wymuszajacej a czgstotliwoscia wlasng oscylatora:
Fy

my(@F - ) +(2fa")?
Amplituda osigga najwigksza wartos¢, gdy czgstotliwosé sity wymuszajacej

W=} -2 .

Ta czestotliwos¢ nazywa si¢ czestotliwosciq rezonansowq @, a zjawisko
osiggania maksymalnej amplitudy drgan wymuszonych o takiej czestotliwosci
nazywa si¢ rezonansem. Czgstotliwo$¢ rezonansowa jest zawsze mnicjsza od
czgstotliwosci drgan swobodnych ukladu. Jedynie gdy wspotezynnik thumienia jest

maty, mozna przyjac, ze @. = a.
4 4 Przykladowe wykresy amplitudy

A= (20.19)

(20.20)

4Fy/m wymuszonego ruchu harmonicznego w
funkcji czgstotliwosci sity wymuszajg-
3Fym cej dla réznych wartosci wspolezynnika
tlumienia przedstawiono na rys. 20.2.
2Fy/m Krzywe widoczne na wykresie czgsto
sq nazywane krzywymi rezonanso-

wymi.
Fom Sita wymuszajgca wykonuje prace,
ktorej cze$¢ jest przekazywana do
0 oscylatora, co powoduje przyrost jego

energii, a wigc rowniez amplitudy.

Rys. 20.2. Amplituda ruchu Wymuszonego Warto$¢ amplltudy ustala SiQ, gdy pl’@d-

w funkeji czestotliwosci sity wymuszajacej dla
réznych wspoltezynnikow thumienia: £, = 0.1 a,
B=025ah, f, =05

kos$¢ strat energii zrowna si¢ z moca
przekazywana do oscylatora przez silg
wymuszajaca. Moc absorbowana jest
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oczywiscic najwigksza w rezonansie i zmniejsza si¢ do polowy warto$ci mak-
symalnej, gdy czestotliwosé zmniejsza si¢ lub wzrasta wzgledem czgstotliwosci re-
zonansowej 0 pewng warto$¢ A, », okreslona nastepujgco:

Plw, +Aw,,,)=1/2P(o,). (20.21)

Wiclkosé A, nazywa si¢ szerokosciq poléwkowq. Mozna ja tatwo zmierzyc,
odczytujac na wykresie szeroko$é krzywej rezonansowej w polowie wysokosci.
Mozna wykaza¢**, ze calkowita szerokosé rezonansu moze by¢ wyrazona
przez wspolczynnik tlumienia lub czas relaksacji w nastgpujacy sposob:

200,,, =2 =% : (20.22)

Poshigujac si¢ powyzszymi zwiazkami oraz réwnaniem (20.16) dobro¢ oscylatora
mozemy wyrazi¢ za pomoca szerokosci rezonansu:

@,

0= 200,,,)

(20.23)

a wigc ostroé¢ krzywej rezonansowej jest miarg dobroci oscylatora. Waska krzywa
rezonansowa oznacza duza dobro¢, a wigc mate tlumienie i male straty energii.

Pomiary i obliczenia

Oscylatorem, ktorego wiasciwosci checemy okreslic, jest wahadlo balansowe
przedstawione na rys. 20.3. Sklada si¢ ono z tarczy balansowej T oraz spiralnej
sprezyny, ktorej jeden koniec taczy si¢ z tarczg, a drugi z ramieniem R. Tarcza
i rami¢ sg umieszczone niezaleznie na
wspolnej osi obrotu, a koniec ramie-
nia jest polaczony pretem P z ramie-
niem silnika M, ktérego obrét wy-
twarza sinusoidalnie zmieniajacy si¢
moment sity dzialajacy na tarcz¢
balansows.

Gdy ramig¢ jest unieruchomione,
wahadlo moze wykonywa¢ ruch
harmoniczny prawie swobodny, thu-
miony tylko oporami urzadzenia.
Jezeli do tarczy dolaczymy elektro-
magnes, wystapi dodatkowe thumie-
Rys. 20.3. Urzadzenie do badania drgaf wymu- nie. W tym ostatnim przypadku ha-

szonych; M — silnik clektryczny, P — pret taczacy m(_)wanie ?dbywa si¢ w wyniku od-
silnik z ramieniem R tarczy balansowej 7 dzialywania pola magnetycznego

** Por. przypis *
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z pradami wirowymi wytworzonymi podczas ruchu wahadla. Sila thu-miaca ruch
moze by¢ regulowana za pomoca natgzenia pradu elektromagnesu.

Gdy silnik si¢ obraca, oscylator wykonuje ruch harmoniczny wymuszony.

Czgstotliwos¢ obrotow silnika zmieniamy przez zmiane napiecia zasilania, a mie-
rzymy przez pomiar sekundomierzem czasu kilku wahnieé. Zaréwno tarcza, jak i
rami¢ maja wskazniki umozliwiajace obserwacje ich ruchu i pomiary amplitud.

wi

Celem ¢wiczenia jest znalezienie wspotezynnika dobroci oscylatora na podsta-
e dwoch niezaleznych pomiarow.

= Dla ruchu thumionego mierzymy najpierw okres i obliczamy czestotliwosé @',
Nastepnie mierzymy amplitudy kilku kolejnych wahnigé i na tej podstawie obli-
czamy wspolezynnik thumienia i stalg relaksacji (wzory 20.12 i 20.13). Na pod-
stawie tych wielkosci obliczamy dobro¢, stosujac rownanie (20.16).
Uwaga: Jezeli humienie nie jest zbyt silne, mozemy przyjaé, ze a’=wq; w prze-
ciwnym wypadku musimy usuna¢ elektromagnes thumiacy i znalezé o, dla
oscylatora niettumionego.

= Dla ruchu wymuszonego wykonujemy pomiary krzywej rezonansowej, z ktorej
znajdujemy szeroko$¢ poléwkowa i nastgpnie obliczamy dobro¢ ze wzoru
(20.23).
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Przebieg ¢wiczenia

- Unieruchomi¢ rami¢ R i ustawi¢ skale tak, aby wskaznik tarczy wskazywatl
zerowa wartos¢. Odlacezy¢ elektromagnes hamujacy.

- Zmierzy¢ czas okolo 10 wahnigé i na tej podstawie obliczy¢ okres i czgsto-
tliwos¢ kotowg @'

- Zmierzy¢ amplitudy dla kilku nastepujacych po sobie wahnigé.

- Stosujac wzor (20.12), wyznaczyé¢ dla réznych par amplitud wspolczynnik p,
a nastepnie jego warto$¢ srednia.

- Obliczy¢ czas relaksacji oraz czgstotliwosé drgan swobodnych.

. Obliczy¢ dobro¢ oscylatora na podstawie wzoru (20.16).

. Uruchomi¢ drgania wymuszone. Ustali¢ szacunkowo zakres napig¢¢ zasilania
silnika, w ktorym obserwuje si¢ wyraZne zmiany amplitudy drgan. Rezonans
powinien wystapi¢ mniej wigcej w srodku tego zakresu.

- W wyznaczonym zakresie dokona¢ co najmniej 10 pomiaréw okresu i ampli-
tudy drgan.

. Wykresli¢ krzywa rezonansows, tzn. zaleznosé amplitudy od czestotliwosci

kolowe;.

Z wykresu znalez¢ czgstotliwo$é rezonansowa oraz catkowita szerokosé

rezonansu 2(Aa@ ).

Obliczy¢ dobro¢ oscylatora na podstawie réwnania (20.23).

. Powt6rzy¢ punkty 211 dla réznych wartosci pradu elektromagnesu.



